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Виявлення механізмів формування ауксетичних властивостей 
монокристалів моноклинної сингонії 
М. Д. Раранський, А. В. Олійнич-Лисюк, Р. Ю. Тащук, М. А Унгурян 
Проведено аналіз закономірностей і механізмів формування характеристич-
них поверхонь модулів Юнга, кутових розподілів коефіцієнтів Пуассона та вказів-
них поверхонь ауксетичності монокристалів кубічної, гексагональної, тетрагона-
льної і ромбічної сингонії. Виявлені кристали, які можуть досягти граничних 
від’ємних значень, передбачених класичною теорією пружності для ізотропних 
середовищ. Встановлено, що поблизу точок фазового переходу або температур 
плавлення вказівні поверхні ауксетичності стрімко зростають і кристали стано-
вляться абсолютними ауксетиками. Показано, що саме масив від’ємних значень 
коефіцієнтів Пуассона формує зображення вказівних поверхонь ауксетичності. 
Установлено, що з пониженням симетрії кристалів зростає кількість кристало-
графічних напрямків, в яких кристали поступово перетворюються з «часткових» 
до «змішаних» або навіть «абсолютних» ауксетиків. 
Аналіз анізотропії пружних властивостей, характеристичних поверхонь 
модулів Юнга та вказівних поверхонь ауксетичності виявив, що більшість мо-
нокристалів вищої і середньої категорії ледве досягають мінімальних гранич-
них значень коефіцієнтів Пуассона. Тому для отримання більш надійних ауксе-
тичних матеріалів з високими ударно-енергетичними та сейсмічностійкими 
характеристиками необхідно провести дослідження анізотропії пружних вла-
стивостей монокристалів низької категорії. Побудовані характеристичні по-
верхні модулів Юнга.  
Побудовані об’ємні зображення кутових розподілів коефіцієнтів Пуассона 
досліджуваних монокристалів, які дають можливість визначити абсолютні 
значення та кристалографічну орієнтацію максимальних і мінімальних значень 
коефіцієнтів Пуассона. Побудовані вказівні поверхні ауксетичності досліджу-
ваних монокристалів.  
Ключові слова: аксіальна, неаксіальна ауксетичність, Коефіцієнт Пуассо-
на, модулі пружності, вказівні поверхні ауксетичності. 
1. Вступ
Явище ауксетичності полягає у виникненні при певних умовах в анізотро-
пному середовищі напрямків або областей аномальних деформацій з 
від’ємними значеннями коефіцієнтів Пуассона μ(φ, θ, ψ)<0. Ауксетичні матері-
али внаслідок унікальних деформаційно–міцнісних властивостей знаходять 
широке застосування для виготовлення ударно-поглинаючих і сейсмічно стій-
ких конструкцій, засобів захисту і фільтрів, а також різноманітних приладів і 






механізми виникнення ауксетичних властивостей кристалів практично не ви-
вчені і потребують детальних досліджень. 
При малих деформаціях пружні властивості однорідних ізотропних середо-
вищ описуються модулями Юнга Е, зсуву G, всебічного стиску В та коефіцієнтів 
Пуассона μ, які є фундаментальними константами конструкційних матеріалів. Із 
вимог додатності питомої потенціальної енергії деформації слідує, що величини E, 
B, G є додатними а коефіцієнти Пуассона μ будуть знаходитись у межах –1≤μ≤0,5. 
Отже з термодинамічної точки зору існування матеріалів із від’ємним значенням 
μ<0 не виключено. Однак для більшості кристалів μ≤0,5, а від’ємні значення кое-
фіцієнтів Пуассона взагалі суперечать законам класичної теорії пружності. Тому 
дослідження аномальних деформації з від’ємним значенням коефіцієнтів Пуассо-
на не привертало особливої уваги і практично не проводилось. 
Наприкінці ХХ століття виявлено велику кількість нових матеріалів з уні-
кальними деформаційними властивостями, для яких μ<0. Дані матеріали при 
поздовжньому видовженні у певних кристалографічних напрямках розширю-
ються у поперечних розмірах і називаються ауксетиками. Ауксетичні матеріали 
застосовуються для виготовлення енергоударнопоглинаючих і сейсмічно стій-
ких конструкцій та засобів захисту і фільтрів, а також різноманітних приладів і 
пристроїв функціональної акустооптоелектроніки. 
Переважна більшість ауксетиків – це анізотропні тіла, пружні властивості 
яких описуються тензорними величинами. Відзначимо, що число незалежних 
компонент тензора модулів пружності Cijkl тим більша, чим нижча симетрія 
кристалів. Отже для належного аналізу анізотропії пружних властивостей та 
ауксетичності досліджуваних монокристалів потрібно побудувати вказівну або 
характеристичну поверхні модулів Юнга Еі та коефіцієнтів Пуассона μijkl. 
 
2. Аналіз літературних джерел і постановка проблеми 
На першому етапі наукових досліджень основна увага більшості дослідни-
ків була зосереджена на пошуку нових кристалів – ауксетиків [1–3]. Були вияв-
лені від’ємні значення коефіцієнтів Пуассона в кристалах, принаймні у деяких 
кристалографічних напрямках або при фіксованих значеннях одного або двох 
кутів Ейлера φ, θ, ψ [3–6].  
Справа в тому, що побудувати чотирьохвимірну поверхню коефіцієнтів Пуа-
ссона μ(φ, θ, ψ) в трьохвимірній системі координат неможливо. Тому вивчення 
закономірностей формування ауксетичних поверхонь кристалів не проводилося. 
Огляд основних ауксетичних властивостей композиційних матеріалів, крис-
талічних тіл та молекулярних кристалів проведений в роботі [1]. Показано, що ау-
ксетичні властивості матеріалів обумовлені «структурно-механічними особливос-
тями їх будови» та фізико-хімічними процесами, які протікають в них. Найбільша 
кількість ауксетиків виявлена серед металів та інтерметалевих фаз, деяких напівп-
ровідників і лужногалоїдних сполук переважно кубічної сингонії. Запропоновано 
узагальнений критерій «ауксетичної поведінки» монокристалів кубічної сингонії 
[2]. Виявлено, що від’ємні значення коефіцієнтів Пуассона зосереджені у напрям-







Деформація ауксетичних кристалів різних сингоній розглянута у роботі 
[3]. Однак у [3] обмежились аналізом одновісної деформації і залежністю пру-
жних характеристик кристалів тільки від одного з кутів Ейлера. Отримані вира-
зи для модулів Юнга Е(θ) і коефіцієнтів Пуассона μ(θ). Поряд із аналізом екс-
периментальних значень і періодичності функції Е(θ) і μ(θ), у роботі не розгля-
дається взаємозв’язок між анізотропією пружних властивостей і ауксетичністю 
досліджуваних монокристалів. Спроба встановити кореляцію між однопараме-
тричними функціями Е(θ) і μ(θ) здійснена в роботі [4]. Для цього розраховані 
модулі Юнга більше 350 кубічних кристалів-ауксетиків у трьох експеримента-
льних напрямках Е[100], Е[110] і Е[111]. Показано, що «кубічні ауксетики мають ви-
сокий ступень анізотропії». Для «сильноанізотропних» кристалів (Li, Na, K, 
InTe) модулі Юнга у залежності від напрямків можуть змінюватися в 5–7 раз. 
Мінливість модулів Юнга суттєво залежить від коефіцієнта пружної анізотропії 
∆=S11–S12–0.5 S44, де Sij – компоненти тензора пружної податливості. Виявлено, 
що деякі кубічні кристали (Ba, SmxLa1-xS, SmxY1-xS) є абсолютними ауксетика-
ми, тобто для них μ<0 майже у всіх кристалографічних напрямках. 
У роботі [5] визначені «анізотропні та ізотропні» коефіцієнти Пуассона для 
деяких іонних та іонно-ковалентних кристалів з гратками типу х, i ZnS. Устано-
влено, що екстремальні значення коефіцієнтів Пуассона «не залежать від типу 
кристалічних граток», а визначаються множником пружної анізотропії. Розра-
ховані також температурні (для LiF i NaCN) та баричні (для CuCl) залежності 
коефіцієнтів Пуассона. У роботі [5] запропоновано введення «критерію» неак-
сіальної ауксетичності. Нагадаємо, що даний критерій був введений значно ра-
ніше у роботі [2]. 
Комплексні експериментальні дослідження анізотропії пружних властиво-
стей та ангармонічності коливань атомів у кристалічній гратці монокристалів 
кубічної, гексагональної, тригональної, орторомбічної та моноклинної сингоній 
проведена в роботі [6]. Ультразвуковим та Х-хвильовим методами визначені 
концентраційні та температурні залежності швидкостей поширення ультразву-
кових хвиль в кристалах v(x,Т), та періодів граток аi (x, Т), монокристалів NaCl, 
KCl, LiF, CaF2, ZnTe, CdTe, HgTe, CdSb, ZnSb, In2Se3, Bi2Te3, ZnHS2. 
Розраховані модулі пружності Cij (x,Т), модулі зсуву Gs (x,Т), модулі всебі-
чного стиску Bi (x,Т) та інші пружні характеристики кристалів. Вперше побудо-
вані характеристичні поверхні модулів Юнга монокристалів вищої, середньої і 
нижчої категорій, перетини яких кристалографічними площинами (hkl) дають 
можливість отримати числові значення Е<hkl> у довільних напрямках. Поєднання 
акустичних та Х – хвильових дифракційних методів дозволяє однозначно ви-
значити основні параметри динаміки кристалічної гратки, характеристичні тем-
ператури Дебая θД (xТ), параметри Грюнайзена γі (x,Т) та середньоквадратичні 
зміщення атомів із положень рівноваги U2 (x,Т). Показано, що анізотропія пру-
жних властивостей та ангармонійність коливань атомів у кристалічній гратці 
можуть привести до аномальних деформацій кристалів. 
На другому етапі наукових досліджень постає проблема вивчення механіз-
мів аномальної деформації монокристалів, яка приводить до появи від’ємних 






жується розрахунком модулів Юнга Еі, модулів зсуву Gs та коефіцієнтів Пуа-
ссона μij тільки в окремих кристалографічних напрямках. Більш повну інфор-
мацію про анізотропію пружних властивостей монокристалів можна отримати, 
побудувавши характеристичні поверхні даних величин. 
Формування характеристичних поверхонь модулів Юнга монокристалів 
кубічної сингонії з різними типами кристалічних граток (ОЦК, ГЦК, NaCl, 
GsCl, CaFe, ZnS) та характером хімічного зв’язку (металевий, іонний, іонно-
ковалентний) детально проаналізовані в роботі [7]. Виявлено, що механізми 
формування характеристичних поверхонь модулів Юнга однозначно пов’язані з 
величинами Сij, які адекватно відтворюють природу сил міжатомної взаємодії у 
різних кристалах. Тому характеристичні поверхні зберігають усі елементи си-
метрії досліджуваних кристалів. Встановлено, що форма характеристичних по-
верхонь визначається параметром пружної анізотропії A=C44/Gs, де Gs=(С11–
С12)/2 – модуль зсуву, який пропорційний енергії ковалентного зв’язку і визна-
чається розорієнтацією гібридизованих sp3 – орбіталей [8]. За формою характе-
ристичних поверхонь модулів Юнга досліджувані у [7] кристали можна умовно 
розділити на три типи. При Gs<С44 множник пружної анізотропії А˃0 і характе-
ристична поверхня модуля Юнга приймає форму деформованого куба із заок-
ругленими вершинами і ребрами та увігнутими поверхнями граней, а екстрема-
льні значення Е<111>˃Е<110>˃Е<100>. Дана форма поверхні є типовою для металів з 
ОЦК і ГЦК гратками та напівпровідників з гратками типу алмаза і ZnS. Якщо 
Gs=С44 то А=1 і характеристична поверхня модулів Юнга вироджується в сферу 
а Е<111>=Е<110>=Е<100>. Така форма поверхні є характерною для перехідних мета-
лів з ОЦК граткою – Co, W, Mo. Дані кристали є пружно ізотропними. При 
Gs˃С44, А<1 і характеристична поверхня модулів Юнга вироджується із сфери в 
октаедр із заокругленими вершинами і ребрами, а екстримальні значення моду-
лів Юнга Е<100>>Е<110>>Е<111>. Дана форма є типовою для монокристалів з грат-
ками типу NaCl, CsCl, CaF2 та халькогенідів напівпровідникових сполук PbS, 
PbSe, PbTe, SnTe (за вийнятком галоїдів Li, для яких С44˃Gs. Для монокристалів 
середніх і нижчих категорій кількість незалежних компонент тензора модулів 
пружності Cij збільшується і анізотропія пружних властивостей швидко зростає 
[6]. Збільшується також і кількість параметрів пружної анізотропії Аі, які є лі-
нійними комбінаціями Cij. Відзначимо, що екстремальні значення модулів Юнга 
Е<hkl> можуть бути спрямовані в інших кристалографічних напрямках. Законо-
мірності формування характеристичних поверхонь модулів Юнга монокриста-
лів середніх і нижчих категорій описані в роботі [9]. 
За аналогією з характеристичними поверхнями модулів Юнга вводяться 
поняття вказівних поверхонь коефіцієнтів Пуассона. Унаслідок наявності в реа-
льних монокристалах певних елементів симетрії функція μ(φ, θ, ψ) є періодич-
ною. Аналіз функцій μ(φ, θ, ψ) показує, що від’ємні значення коефіцієнтів Пуа-
ссона (μmin<0) зосереджені у певних кристалографічних напрямках і формують 
у просторі деякі поверхні. Однак кутовий розподіл функції μ(φ, θ, ψ) можна по-
будувати тільки при фіксованих значеннях одного із кутів Ейлера. У роботі [10] 
проведено дослідження однопараметричної зміни поверхонь μ(φ, θ, ψ)=0 які 







фіцієнтів Пуассона. Виявлено, що для кубічних кристалів «розділяюча поверх-
ня» має «досить складну топологічну структуру», яка «розпадається на деяку 
сукупність замкнутих поверхонь». Введено поняття «розмежувальні криві 
μ(φ=0 ,θ, ψ)=0», які відділяють області «ауксетичної (з μ<0) і неауксетичної (з 
μ˃0) поведінки» кристалів. Для тетрагональних кристалів у роботі [11] «розді-
ляючу» поверхню μ(φ, θ, ψ)=0 названо «поверхнею ауксетичності». Екстрема-
льні значення коефіцієнтів Пуассона визначалися за зміною поверхонь рівняння 
μ(φ, θ, ψ)=С, де 0≤С≤1 – безрозмірний параметр. Зауважимо, що аналіз повер-
хонь ауксетичності досліджуваних кристалів, проведений в роботах [10–11], 
виявився не ефективним. По-перше, відсутня інформація про тип кристалічних 
граток, просторову групу симетрії, характер хімічного зв’язку та тип ауксетич-
ності кристалів. По-друге, не вказані кристалографічні напрямки, в яких зосе-
редженні екстремальні значення модулів Юнга (Еmin, Еmax) і коефіцієнти Пуа-
ссона (μmin, μmax). По-третє, не коректно порівнювати «мінливість модулів Юн-
га» з «від’ємністю» коефіцієнтів Пуассона кристалів з невідомими типами аук-
сетичності. Навіть кристали, які належать до однієї сингонії можуть мати різні 
типи ауксетичності (аксіальна, неаксіальна, змішана) і, відповідно, різні напря-
мки аномальної деформації [9]. 
Тому в роботі [11] прийшли до дивного висновку «… якого-небудь зв’язку 
між мінливістю модуля Юнга і від’ємністю коефіцієнтів Пуассона 7 – констан-
тних тетрагональних кристалів не виявлено». 
Для аналізу закономірностей формування характеристичних поверхонь 
μ(φ, θ, ψ) нами була створена програма, яка дозволяє розраховувати за певними 
співвідношеннями величину μ, вибрати від’ємні значення μmin<0 і відповідні їм 
напрямки, та побудувати поверхні ауксетичності. Масив від’ємних значень ко-
ефіцієнтів Пуассона буде формувати у просторі деяку поверхню, яка названа 
нами вказівною поверхнею ауксетичності. 
Як показано в роботах [12, 13], для кристалів кубічної сингонії (CdTe, LiF, 
Pd) μmin=–0,01 ауксетична поверхня формується у вигляді 12-ти окремих точок 
у кристалографічному напрямку <110> . Для кристалів Au, Ag, Cu із ростом па-
раметра пружної анізотропії А і зменшенням μmin (від –0,03 до –0,19) відбува-
ється поступове збільшення розмірів точок і утворення плям. Подальше зрос-
тання А та зменшення μmin для кристалів Li, K, Na, Rb приводить до утворення 
поверхні у вигляді сферичних поясів.  
Отже, площа вказівних поверхонь ауксетичності S збільшується пропор-
ційно росту параметра А і зменшенню μmin. І тільки поблизу точок фазового пе-
реходу (Тд=78 K для Li) або температур плавлення (Тпл=1143 K, для LiF) площа 
вказівних поверхонь ауксетичності S зростає і поступово наближається до пло-
щі сфери. Між величинами А, μmin, S спостерігається однозначна кореляція. 
Екстремальні значення коефіцієнтів Пуассона для кристалів кубічної сингонії 
виявлені у монокристала NiCrO4: μmin=–0,77; μmax=1,72. 
Для монокристалів гексагональної сингонії масив від’ємних значень μmin<0 
формує у просторі зображення вказівних поверхонь ауксетичності у вигляді 
сферичних сегментних поясів [14]. Від’ємні значення коефіцієнтів Пуассона 






[0k0], h=k=+/–1 (Be, TiBe, BeCu, Zn, C7H14 MoS2 – змішана ауксетичність, крис-
тали розташовані у порядку зменшення від’ємних значень μmin. Екстремальні 
значення коефіцієнтів Пуассона виявлені у кристалів MoS2 (μmin=–0.28) і C7H14 
(μmax=0,99). Площа вказівних поверхонь ауксетичності S зростає пропорційно 
зменшенню від’ємних значень μmin та параметра анізотропії А1=С33/С11. При на-
гріванні кристалів Be спостерігається аномальна деформація і ,відповідно, кас-
кад переходів: неаксіальний→аксіальний→абсолютний ауксетик. Отже поділ 
кристалів гексагональної сингонії на аксіальні і не аксіальні є не коректним. 
Закономірності формування характеристичних поверхонь модулів Юнга моно-
кристалів з ГЩУ граткою описані в роботі [15]. 
Від’ємні значення коефіцієнтів Пуассона монокристалів тетрагональної 
сингонії [NH4H2PO4 (μmin=–0.12), K H2PO4 (μmin=–0.13) RbH2AsO4 (μmin=–0.37) i 
RbD2AsO4 (μmin =–0.41)] зосереджені у 4-х кристалографічних напрямках [h00] і 
[0k0] (h=k=+/–1). Вони формують вказівну поверхню у вигляді вертикальних 
смуг, які при зменшенні μmin поступово перетворюються у сферичні сегменти. 
Напрямки екстремальних значень модулів Юнга і коефіцієнтів Пуассона 
співпадають [15]. Площа вказівних поверхонь ауксетичності S збільшується 
пропорційно росту Еmax./Еmin, що супроводжуються також зменшенням μmin (від 
–0.1 до –0.4). Для монокристалів Hg2Cl2 (μmin=–0.91), Hg2I2 (μmin=–0.96) та 
Hg2Br2 (μmin=–1.02) вказівна поверхня ауксетичності вироджується у сферу. От-
же від’ємні значення μ(φ, θ, ψ) спостерігаються у всіх кристалографічних на-
прямках (майже абсолютна ауксетичність). Площа вказівних поверхонь S зрос-
тає пропорційно збільшенню іонних радіусів катіонів ri та відношенню періодів 
кристалічних граток с/а. Екстремальні значення коефіцієнтів Пуассона тетраго-
нальних кристалів наступні Hg2Br2 μmin=–1.02; Hg2I2 μmax=1,99 [3, 16]. 
На основі аналізу анізотропії пружних властивостей монокристалів вищої і 
середньої категорій встановлені основні механізми і закономірності формуван-
ня вказівних поверхонь ауксетичності. Виявленні напрямки орієнтації 
від’ємних значень коефіцієнтів Пуассона μmin. Показано, що з пониженням си-
метрії кількість напрямків μmin зростає і кристали поступово становляться змі-
шаними або навіть абсолютними ауксетиками при кімнатній температурі. Так, 
наприклад, якщо для монокристала гексагональної сингонії Zn (μmin=–0.07) 
від’ємні значення коефіцієнтів Пуассона зосереджені у 8 кристалографічних 
напрямках [hk0] і [h00], [0k0]; h=k=+/–1 (неаксіальна і аксіальна ауксетичність). 
Для монокристала ромбічної сингонії AgN3 (μmin=–0.5) у 12 окремих напрямках 
(по 4 із кожної сукупності напрямків <110> та <111> і ще по два у напрямках 
[0k0] і [00l]) [9]. 
Звичайно що значний кутовий розподіл μ приводить до їх перекриття і 
утворення поверхонь ауксетичності у вигляді досить складних об’ємних фігур. 
Для кожної сингонії у вищій і середній категоріях виявлені кристали, які не 
тільки досягли граничних додатних значень μmax=0,5, передбачених теорією 
пружності для ізотропних матеріалів, але й перевершили їх. 
У той же час мінімальних граничних значень коефіцієнтів Пуассона (μmin=–
1.00) ледве досягнуто тільки двома кристалами Hg2Br2 (μmin=–1.00, тетрагональ-







Із експериментальних значень модулів пружності Cij та податливостей Sij 
[16] розраховані кутові розподіли коефіцієнтів Пуассона μ(φ, θ, ψ) та вперше 
побудовані характеристичні поверхні модулів Юнга і вказівні поверхні ауксе-
тичності монокристалів моноклинної сингонії. 
Аналізується анізотропія пружних властивостей даних кристалів. Є надія, 
що у наслідок низької симетрії та високого ступеня анізотропії монокристали 
моноклінної сингонії значно перевершать як нижню (μmin) так і верхню (μmax) 
границі допустимих значень коефіцієнтів Пуассона. Дослідження є продовжен-
ням циклу робіт, які проводяться на кафедрі ФТТ ЧНУ з вивчення механізмів і 
закономірностей формування ауксетичних властивостей, характеру хімічних 
зав’язків та динаміки кристалічних граток монокристалів високої, середньої та 
низької категорій. 
 
3. Мета і завдання дослідження 
Метою даної роботи є виявлення механізмів формування ауксетичних вла-
стивостей монокристалів моноклинної сингонії. Це дозволить визначити особ-
ливості аномальної деформації та анізотропії пружності монокристалів низької 
категорії і виявити монокристали з екстремальними значеннями коефіцієнтів 
Пуассона.  
Для досягнення даної мети були поставлені наступні завдання: 
– побудувати характеристичні поверхні модулів Юнга монокристалів лаб-
радорита, дигідрата сульфата кальцію, оксида цирконію, флуородуодекана, ди-
гідрофосфата цезія та ніобата лантана; 
– розрахувати коефіцієнти Пуассона даних монокристалів у всіх можливих 
кристалографічних напрямках, визначити напрямки у яких μmin<0 та побудувати 
вказівні поверхні ауксетичності; 
– виявити вплив пружної анізотропії монокристалів на формування харак-
теристичних поверхонь модулів Юнга та вказівних поверхонь ауксетичності; 
– встановити взаємозв’язок між ступенем ауксетичності Sa та екстремаль-
ними значеннями модулів Юнга і коефіцієнтів Пуассона. 
 
4. Теоретичні основи ауксетичності монокристалів моноклинної сингонії 
Статистика розподілу кристалів за сингоніями та класами симетрії є до-
сить нерівномірною. Серед  ̴ 30 тисяч досліджених мінералів і синтезованих 
кристалів більше половини (̴ 53,5 %) належать до низької категорії [17, 18]. Із 
них кристали моноклинної сингонії посідають перше місце (̴ 26–27 %). Унаслі-
док їх високої анізотропії слід очікувати появу великої кількості ауксетиків. 
Однак вивчення анізотропії пружних властивостей кристалів моноклинної син-
гонії практично не проводилися. Це пов’язано з тим, що дані дослідження пот-
ребують наявності досконалих монокристалів великих розмірів. Відомі тільки 
дві праці, в яких розраховані однопараметричні залежності Е(θ), і μ(θ) для де-
яких монокристалів [3] та побудована характеристична поверхня модулів Юнга 
для монокристала ZnAs2 [6]. 
В моноклинній сингонії існує всього три класи симетрії: 2, m і 2/m (між-






гого порядку L2, або одну площину Р, або сумісно РL2 і С, відповідно, де С – 
центр симетрії. Періоди кристалічної гратки a≠b≠c, а кути між площинами 
α=γ≠90° Унаслідок цього виникає неоднозначність у виборі ортогональної сис-
теми координат XYZ. Якщо розташувати осі X і Y в площині Р, а вісь Z-
перпендикулярно до неї, або вздовж осі другого порядку L2 (при наявності та-
кої), то матриця модулів податливості набуває вигляду [19]: 
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Отже пружні властивості кристалів моноклинної сингонії описуються три-
надцятьма незалежними компонентами модулів податливостей Sij Для кристалів 
класу симетрії 2/m (формула симетрії L2PC) при належному виборі системи ко-
ординат кількість незалежних компонент можна звести до 12. Критерієм термо-
динамічної стабільності кристалічних граток монокристалів є додатність дете-
рмінантів усіх матриць послідовних рангів квадратичної форми (1). 
Для однозначного визначення величин і знаків модулів податливостей не-
обхідно провести вимірювання не менше 13–18 швидкостей поширення поздо-
вжніх і поперечних УЗ хвиль вздовж шести кристалографічних напрямків: 
[100], [010], [001], [110], [101] і [011]. Співвідношення між швидкостями УЗ-
хвиль і модулями Sij є досить громіздкими і тут не приводяться, їх можна знай-
ти в [20]. Методика розрахунку модулів деяких напівпровідникових і молеку-
лярних кристалів моноклинної сингонії наведені в [6, 21]. 
Для аналізу впливу анізотропії пружних деформацій на ауксетичні власти-
вості монокристалів необхідно побудувати характеристичні поверхні модулів 
Юнга і вказівні поверхні ауксетичності. Враховуючи, що для монокристалів 
моноклинної сингонії S14=S16=S24=S26=S34=S36=S45=S46=0, вираз для модулів Юн-
га запишеться у вигляді [17]: 
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де qi – одиничні вектори ,а Sij – модулі пружних податливостей. 
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де αij – напрямні косинуси. 
Формування поверхонь ауксетичності можна вияснити, розглянувши більш 
детально кутову залежність коефіцієнтів Пуассона μ(φ, θ, ψ), де кути Ейлера 
задають матрицю напрямних косинусів αij. Зміна кутів Ейлера з певними кро-
ками ∆φ, ∆θ, ∆ψ задає усі можливі орієнтації кристала у просторі. Як уже від-
значалося, від’ємні значення коефіцієнтів Пуассона (μ<0) зосереджені, як пра-
вило, навколо деяких напрямків і формують у просторі вказівні поверхні ауксе-
тичності. Відношення кількості орієнтацій кристала при яких μ<0, до загальної 
кількості можливих орієнтацій визначає ступень ауксетичності кристала Sa  
 
5. Результати дослідження ауксетичних властивостей 
На рис. 1–6 представлені характеристична поверхня модулів Юнга (а), ку-
товий розподіл коефіцієнтів Пуассона (б) та вказівна поверхня ауксетичності (в) 
досліджуваних монокристалів моноклінної сингонії [9]. Розраховано величини 
Е(g), μij та вказівних поверхонь проводився за співвідношенням (2), (3) з вико-
ристанням експериментальних значень Sij, наведених в [16]. Розташування кри-













Рис. 1. Зображення для монокристала лабрадориту (φ=π/2): а – характеристич-
ної поверхні модулів Юнга б – кутового розподілу коефіцієнтів Пуассона μ(φ, 
θ, ψ) в – вказівної поверхні ауксетичності 
 
Характеристичні поверхні модулів Юнга рис. 1, а–6, а утворюють досить 
складні об’ємні фігури, які відображають анізотропію пружних властивостей і 
мають усі елементи симетрії, властиві для моноклінних монокристалів.  
Екстремальні значення модулів Юнга розташовані вздовж осей L2 або 
вздовж нормалі до площини симетрії Р. 
  
 











Рис. 2. Зображення для монокристала дигідрату сульфату кальцію здовж нор-
малей до площин симетрії Р (φ=0): а – Характеристичної поверхні модулів Юн-
га; б – кутового розподілу коефіцієнтів Пуассона μ(φ, θ, ψ); в – вказівної повер-
хні ауксетичності 
 
Числові значення Еі можна отримати, побудувавши перетини характерис-
тичних поверхонь довільними площинами (hkl). Значення коефіцієнтів Пуассо-
на можна визначити у довільному напрямку за співвідношенням (3). Однак по-
будувати чотирьохвимірну характеристичну поверхню коефіцієнтів Пуассона 
μ(φ, θ, ψ) в трьохвимірній системі координат неможливо [9]. Враховуючи, те що 
період функції μ(φ, θ, ψ) по φ рівний π і вона симетрична відносно φ=π/2, можна 
побудувати функцію μ(φ, θ, ψ) при фіксованих значеннях φ=0, π/2 (рис. 1, б–
6, б). Це дає можливість оцінити як мінімальні (μmin), так і максимальні (μmax) 
значення коефіцієнтів Пуассона.  
Аналіз співвідношень (2) і (3) показує, що максимуми кривих розподілу 
μ(φ, θ, ψ) спрямовані вздовж осей другого порядку L2 та нормалей до площини 
симетрії монокристалів. Визначені із кривих розподілу μ(φ, θ, ψ) мінімальні μmin 
і максимальні μmax значення коефіцієнтів Пуассона для досліджуваних монок-
ристалів наведені в табл. 1. 
 
 










Рис. 3. Зображення для монокристала ZrO2 (φ=π/2): а – Характеристичної пове-
рхні модулів Юнга; б – кутового розподілу коефіцієнтів Пуассона μ(φ, θ, ψ); в – 
вказівної поверхні ауксетичності 
 
 





Рис. 4. Зображення для монокристала β-F6H4F6 (φ=0): а – характеристичної по-
верхні модулів Юнга; б – кутового розподілу коефіцієнтів Пуассона μ(φ, θ, ψ); в 
– вказівні поверхні ауксетичності 
 
Масив від’ємних значень коефіцієнтів Пуассона формує у просторі вказів-







лабрадориту і дигідратасульфату спостерігається незначний кутовий розкид 
від’ємних значень коефіцієнтів Пуассона і вказівні поверхні ауксетичності зо-
бражуються у вигляді окремих плям у кристалографічних напрямках [–101], 
[10–1], [–10–1] для дигідрата сульфату кальція (неаксіальна ауксетичність). 
Ступінь їх ауксетичності Sa невеликий – 0,005 і 0,012 і отже мінімальні значен-
ня коефіцієнтів Пуассона (μmin) рівні –0.09 та –0.1, відповідно. Додатні значення 
(μmax) досягають верхню границю допустимих значень: μmax=0.66 (для лабрадо-
рита) та μmax=0.53 (для гібса), (табл. 1). 
 
Таблиця 1 
Ступінь ауксетичності Sa та екстремальні значення коефіцієнтів Пуассона 
Параметри 
Кристал 
Sa μmin μmax 
Лабрадорит 0,005 –0,09 0,66 
CaSo4 2H2O 0,012 –0,1 0,06 
ZrO2 0,31 –0,6 0,55 
β-F6H4F6 0,35 –0,55 1 
CsH2PO4 0,36 –1,7 2,25 
LaNbO4 0,43 –3,0 4,0 
 
6. Обговорення результатів дослідження ауксетичних властивостей 
кристалів моноклінної сингонії  
Від’ємні значення коефіцієнтів Пуассона для монокристалів ZrO2, β-
F6C4F6, зосередженні у 8 кристалографічних напрямках: аксіальних –<h00˃, 
<101˃ та неаксіальних –<hk0˃, (h=k=+/–1) для кожного кристалу. Вказівна по-
верхня ауксетичності даних монокристалів утворюються у вигляді сферичних 
сегментів. На рис. 1, в та рис. 4, в вона наведена у двох проекціях. Ступінь аук-
сетичності Sa суттєво зростає, що супроводжується стрімким зменшенням µ (від 
–0.1 до –0.6). Збільшується майже у два рази максимальне значення коефіцієн-
тів Пуассона для монокристала β-F6C4F6. 
 
 










Рис. 5. Зображення для монокристала CsH2PO4 (φ=π/2): а – характеристичної 
поверхні модулів Юнга; б – кутового розподілу коефіцієнтів Пуассона μ(φ, θ, 
ψ); в – вказівні поверхні ауксетичності 
 
Від’ємні значення коефіцієнтів Пуассона монокристалів дигідрофосфата 
цезія CsH2PO4 спрямовані у 4-х аксіальних [010], [001], [0–10] i [00–1] та 4-х 
неаксіальних [011], [0–11], [0–1–1] i [01–1] напрямках, тобто виникає змішана 
ауксетичність. 
Аналогічна ситуація виникає і для монокристалів ніобата лантана: μmin<0 
спрямовані у 4-х аксіальних [010], [100], [010]  i [100]  та 4-х неаксіальних [110], 
[110],  [110]  i [110]  напрямках. У результаті накладення від’ємних значень ко-
ефіцієнтів Пуассона утворюється досить складна вказівна поверхня ауксетич-
ності, для детального опису необхідно розглянути декілька проекцій (на 
рис. 5, в–6, в). Це стосується і характеристичних поверхонь модулів Юнга. По-
ряд із зображеннями областей від’ємних значень коефіцієнтів Пуассона спосте-
рігаються достатньо протяжні світлі поля, де значення μ(φ, θ, ψ)˃0. Отже, дані 
кристали не є абсолютними ауксетиками, а їх ступень ауксетичності Sa рівний 
0.36 (для CsH2PO4) та 0.43 (для LaNbO4). 
 
 











Рис. 6. Зображення для монокристала LaNbO4 (φ=π/2): а – характеристичної по-
верхні модулів Юнга; б – кутового розподілу коефіцієнтів Пуассона μ(φ, θ, ψ); в 
– вказівні поверхні ауксетичності 
 
Зауважимо, що зі збільшенням ступеня ауксетичності Sa спостерігається 
одночасне зменшення мінімальних µmin і зростання максимальних µmax значень 
коефіцієнтів Пуассона (табл. 1). Для монокристалів CsH2PO4 і LaNbO4 величини 
µmax перевищують максимально допустиму границю для ізотропних кристалів у 
4 і 8 разів, відповідно. Перевищена також і друга границя майже в два рази –
µmin=–1.7 (CsH2PO4) та в три рази – µmin=–3.0 (LaNbO4). Такі аномальні значення 
коефіцієнтів Пуассона обумовлені надзвичайно високою анізотропією монок-
ристалів моноклінної сингонії. Необхідно відзначити, що екстремальні значен-
ня коефіцієнтів Пуассона монокристала LaNbO4 (µmin=–3.0; µmax=4.0) є рекорд-
ним для кристалів усіх сингоній [9]. 
І на закінчення відзначимо, що механізми аномальних деформацій монок-
ристалів низької категорії практично не вивчені. Низька симетрія приводить до 
появи великої кількості пружних коефіцієнтів і збільшення ауксетичних напря-
мків, в яких µmin<0. У той же час переважна більшість кристалів є частковими 
ауксетиками, а абсолютна ауксетичність зустрічається досить рідко і переважно 
поблизу точок фазового переходу. 
 
7. Висновки 
1. Побудовані вказівні поверхні ауксетичності монокристалів моноклинної 
сингонії лабрадориту гіпсу, оксиду цирконію, флуородуодекана, дигідрофосфа-
ту цезію та ніобату лантану. Виявлено, що експериментальні значення коефіці-
єнтів Пуассона значно перевищують мінімально та максимально допустимі 
границі для ізотропних кристалів (–1≤μ≤0,5). 
2. Встановлені механізми і закономірності формування вказівних поверхонь 
ауксетичності. Для часткових ауксетиків від’ємні значення коефіцієнтів Пуассона 
зосереджені тільки у певних кристалографічних напрямках у вигляді окремих то-
чок або плям (рис. 1, в). При зростанні кількості напрямків з від’ємними значен-
нями µmin<0 масив від’ємних значень коефіцієнтів Пуассона формує у просторі 






3. Показано, що збільшення ступеня ауксетичності Sa супроводжується од-
ночасним зменшенням мінімальних µmin і зростанням максимальних µmax зна-
чень коефіцієнтів Пуассона. 
4. Встановлено, що рекордні екстремальні значення коефіцієнтів Пуассона 
є наслідком надзвичайно високої анізотропії пружних властивостей монокрис-
талів моноклінної сингонії. 
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